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% @@ Vyfucteni: Mocniny a kvadratické rovnice
©

S ¢isly a zdkladnimi operacemi, tedy se s¢itdnim, od¢itdnim, ndsobenim a délenim, jsme se
seznamili uz ddvno béhem prvnich let nasi skolni dochazky. Kazdy z nas samozrejmé vi, ze
2-2=4nebo 3-3-3 =27. Jenze lidem (zejména pak védcim) takto jednoduchy svét nestadi.
A tak nasi predkové vnesli do matematiky par ndpadu, az se nakonec puvodné celkem prehledné
¢isla promeénila ve zddnlivé nesmyslné obrazce. Jak vSak po preCteni celého Vyfuéteni uvidime,
jedna se vskutku jen o zdénlivou nesmyslnost.

Pismena misto cisel

Pismena (neboli nezndmé) misto ¢isel si zavedli lidé, aby mohli popsat matematicky obecné
platné vztahy. Zavedeni nezndmych se nejlépe demonstruje na prikladu. Honza sni pokazZdé
dvakrdt tolik bonbonu nez jeho mladsi bratr Petr. Tuto skutecnost lze snadno vyjadrit nezé-
visle na konkrétnim poctu bonbonu: h = 2p, kde h znaci pocet bonbonu snédenych Honzou
a p snédenych Petrem. Jejich mladsi sestra Anicka sni bonboni tretinu oproti Petrovi. Toto
tvrzen{ opét mizeme vyjadiit obecné: a = p/3. Snadno nyni odvodime, kolikrat vice bonbonu
sni nejstarsi Honza: h = 2p = 2 - 3a = 6a, tedy Sestkrat vice nez Anicka.

Mocniny s pFirozenym exponentem

Nyni pristoupime k zavedeni nové ideje — mocnin. Co nés k tomu vede? Predstavme si, ze
bychom dostali za tkol vypocitat objem krychle o délce hrany 10 m. Jeji objem ziskdme jako
soucin délek vsech t¥i hran

V =10m-10m-10m = 1000m®.
Urcité da kazdy clovék za pravdu, ze takovy zapis je ponékud roztahany. Pritom alternativa
V = (10m)® = 10° m®

vypadd mnohem elegantnéji.

Jak priklad napovidd, mocniny ndm slouzi pro usnadnéni zapisu souc¢inu. Dulezitymi pojmy
jsou mocninny zdklad a exponent. Tedy napiiklad mocnina o zékladu 3 a exponentu 4 je ¢islo 3,
¢teme tii na Stvrtou. Cislo 4 - 4 - 4 = 43 ¢teme Gtyii na t¥eti. Lze vymyslet i néco slozitéjsiho,
tieba 7,35% = 7,35 - 7,35.

Mocninny zdklad (a také exponent) muze byt tedy jakékoliv éislo. A stejné jako ¢isla, v moc-
ninéch se mohou vyskytovat i nezndmé, tieba a® nebo 4™.

Mocniny se zapornym celym exponentem

Jak méme chépat vyrazy 47! nebo a~2? Vime, 7e kladny exponent vyjadiuje, kolikrat dany
zéklad umocnime. Zvyseni exponentu o jedna znamenalo dalsi nasobeni zakladem. Podivame-li
se na to obracené, snizeni exponentu o jedna by mélo znamenat o jedno nasobeni méné, tedy
vlastné déleni zakladem. Zaporny exponent tedy znamenad, ze ¢islo se vyskytuje v dané mocniné,
ale pod zlomkovou ¢arou.
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Zkusme si vzpomenout, jestli jsme uz nékde podobny napad nevidéli. A vidéli. Jednotky fy-
zikalnich veli¢in maji samoztejmé kazda sviij rozmeér, ktery lze zapsat dvéma zptisoby: naptiklad

jednotka hustoty kg/m?® = kg-m™3.

Odmocniny
Kazda ndm zndma operace s ¢isly méa i svou opac¢nou: s¢itani a od¢itani, ndsobeni a déleni. Ani
mocnéni se nevyhyba tomuto pravidlu: jeho opakem je odmocnovani. Plati

Va=c & d=a.

Odmocnina tedy hleda takové cislo, aby po jeho umocnéni ¢islem, které je uvedené vlevo nahore
u odmocniny, jsme ziskali ¢islo rovné tomu pod odmocninou. Méa-li byt na misté b dvojka, neni
nutné ji tam psét, tedy /4 = v/4, a hovofime o druhé odmocniné (&fsla 4).

Spojeni mocnin a odmocnin

Umocnovani a odmocnovani se podoba s¢itani a odc¢itdni nebo nésobeni a déleni také v tom,
ze jedno muzeme vyjadrit pomoci druhého. Odcitani mizeme chépat jako pricitani opacného
¢isla

7T—5=T7+(-5), a—b=a+(-b),

déleni jako nasobeni prevracenym cislem

2_, 1 a_ 1
5 5 b Yy

Stejné je to i s odmocnovanim. Zapisujeme ho téz jako umocnovani na prevracené cislo
1 b 1
V12 =122, Ya=a®.

Pokud je v exponentu néjaky zlomek, citatel toho zlomku nam rika, na kolikdtou dané c¢islo
umocnime. Jmenovatel zase udava, pod kolikdtou odmocninu se toto ¢islo nachéazi.

4% znamend umocnéte &fslo Ctyfi na tieti a poté najdéte jeho druhou odmocninu. Anebo
v opac¢ném poradi, najdéte druhou odmocninu ¢isla ¢tyri a potom ho umocnéte na treti. Te-
dy: 4° = 64 a /64 = 8, nebo /4 = 2 a 2° = 8. Na pofadi operaci tedy nezalezi, vidy dostaneme
stejny vysledek.

Operace s exponenty

Mocniny maji dvé uzite¢né vlastnosti:
« V piipadé soucinu dvou stejnych zdkladii lze exponenty seéist: a® - a®> = a = a’.
V piipadé podilu je odeéitdme: a°/a* = a® % =o' = a.
« Podobné muizeme sdruzovat zaklady, jedna-li se o stejny exponent: a?-b*> = (ab)?. A stejné
i pro podil: a*/b* = (a/b)*.
o Vyraz a? - b® ale nelze upravit, ponévadz zéklady i exponenty se lisi!
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Mocniny v rovnici — kvadraticka rovnice

Mocniny se nam také mohou dostat do rovnice, uvedeme si proto, jak si poradit s témi nejjed-
nodussimi ptripady. Pokud méame druhou mocninu nezndmé v rovnici, nazyvame ji kvadratickou
rovnici. Kazdé takovd rovnice muze mit zadné, jedno, nebo dokonce dvé feseni.

Nejjednodussi kvadratickd rovnice m4 zépis y = 22, kde « je nezndma4 a y je redlné &slo. Ce-
lou rovnici mizeme odmocnit, ale musime zvazit, Ze druhd mocnina mize vzniknout z kladného
i zdporného &isla (2% = (—2)? = 4). Proto po odmocnéni dostdvame jiz zminéna dvé Feseni

y:m2 = Ti2=1y.

Jelikoz neumime odmocnovat zaporna cisla, nesmi byt y zaporné. Pokud by takova situace
nastala, nema pro nés rovnice zadné reseni.

Nynf{ si zépis rovnice lehce ztizime a nezndmou vynésobime &slem a, tedy y = az?. Chceme-
li ziskat vysledek, musime neznadmou osamostatnit. Proto rovnici ¢islem a vydélime. Dostdvame

L=z
a

Nyni jiz postupujeme zndmym zptusobem a rovnici odmocnime

\/g: +Va?2 = +x,
1 =++/y/a, T2 = —v/y/a.

Opét musime dat pozor, zda pod odmocninou nemame zaporné ¢islo.

Na ptikladu si ukazeme, ze do tohoto tvaru lze rovnici upravit, i kdyz tak zprvu nevypada.
Resme rovnici 55 = 222 + 5. Rovnici nejdiive upravujeme do obecného tvaru popsaného vyse.
Po odecteni ¢isla 5 a vydélenim obou stran rovnice ¢islem 2 méme (ovéfte)

25 = 27,
V25 = +vVa?,
5==x.
Dostavame tedy dveé feseni, a sice x1 =5 a xa = —5.

I kdyz se to nezda, kvadratickd rovnice muze byt jesté slozitéjsi. V uplné nejobecnéjsim
pripadé lze kazdou kvadratickou rovnici prevést do zdkladniho tvaru

ar’ +br+c=0.

Zde je x opét neznamé a a, b i ¢ jsou realné cisla.
snadno zapamatovatelného vzorce. Prvni vyraz, se kterym se setkame, nazyvame diskriminant
a znacime jej D
2
D =b" —4ac.

Cely vzorec vypadé nasledovné:
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Ve vzorci vidime, Ze kvadraticka rovnice ma obecné dvé feSeni x1 a x2, které se od sebe lisi pouze
ve znaménku pied v/D.' Pamatujeme-li si tento vzorec, fesit kvadratické rovnice je hracka. Staci
rovnici upravit do zdkladniho tvaru a urc¢it, hodnoty konstant a, b a c.

Ve vzorecku se ale skryva jedna zdludnost. Jak jiz vime z predchozich priklada, tak pokud
by byl diskriminant zdporny, vzorecek prestane fungovat, coz znamena, Ze rovnice nema zadné
feSeni. Pokud bude kladny, bude mit rovnice feSeni dvé. A kdyby byl nula, plati £1/0 = 0, tedy
bude ndm vychazet jenom jedno feseni.

Pojdme si tyto tii pripady ukazat v praxi:

a) Resme rovnici 822 + 7z 4+ 9 = 0. Vypocteme-li diskriminant, dostaneme D =72 —4-.8.9 =
= 49 — 288 = —239. Diskriminant ndm vychézi zdporny, proto uz déile nepocitdme a prohla-
sime, Ze rovnice nem4 reseni.

b) Resme rovnici 422 4 5z + 1 = 0. Vychdzf D = 5% —4-4-1 = 25 — 16 = 9. Diskriminant je
kladny, takze pokracujeme v pocitani

r1,2 = 2.4 )

. —5+3

1,2 = 3 s
D e S
1778 40 P78

Ziskali jsme tedy dvé feSeni: minus jednu ¢tvrtinu a minus jedna.
¢) Resme rovnici

4§ = 2> +x+5.
4
Po tipravé na zékladni tvar dostavdme x4+ x + 1/4 = 0. Tedy
D:ﬁ—4q.i=1—1=u

Diskriminant vychézi nula, proto bude mit rovnice jen jedno reseni

—b++0 b
rT= ——— =

1 1
2a 2a 2-1 2"
Jesté jsme se nesetkali s rovnici ve tvaru —z? + 52 = 0. Po dosazeni do vzorce dostaneme
dvé rTeseni, z nichz jedno je z1 = 0 a druhé je z2 = 5. Tento typ kvadratické rovnice mizeme

fesit jesté jinym zptisobem, a to tak, Ze si vytkneme x. Dostédvame rovnici
2 4+5x=0=ga(—z+5).

Nyni mdme rovnici v tzv. sou¢inovém tvaru. Nasobenim dvou ¢lenti na pravé strané muzeme
nuly dosdhnout pouze tak, ze alespon jedno z ¢isel, kterd mezi sebou nasobime, bude 0. Tedy
nulou musi byt bud x nebo zdvorka (—x + 5). Prvnim feSenim je proto vzdy z1 = 0. Druhé
feseni vypocitdme pomoci linearni rovnice

—x2+5=0, = xz2=0>5.

Pokud vés zajima, odkud tento vzorec plyne, napiSte ndm mail anebo se zeptejte pfimo na téboie & na
Jarnim setkani, které pro vas pfipravujeme.
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Vidime, ze obéma zpusoby dostaneme tentyz vysledek. Je tedy pouze na nés, ktery pouzijeme.

Korespondenéni seminai Vyfuk je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim pro
vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Katedrou didaktiky fyziky
MFF UK, jejimi zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematikt a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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